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壹、前言 

    在美國數學課程原則與標準（NCTM,2000）提到，表徵是數學學習過程中很

重要的一部分。數學表徵提供學習者有效的解題工具，可以幫助孩子達成數學知

識的理解、和他人溝通以及推理的目的（Greeno & Hall,1997）。學生在數學學習

的過程中，對於抽象的數學概念，若是沒有適當的媒介幫助他們思考以建構自我

知識，學生可能會因此而無法理解算則的意義而發生學習困難，甚至對數學失去

信心而缺乏學習的興趣。有感於此，於是本文研究者在教學時，嘗試透過各種具

體的方式，期望把抽象的數學概念，藉由這些具體表徵的呈現，讓學生得以輕鬆

快樂的理解，並且鼓勵他們在表達自己的數學想法時，也能夠運用多樣化的表徵

來與人溝通以及推理。Bruner（1966）指出個體運用心像來掌握概念，或依靠照

片、圖形等表徵獲得知識時，即使物體已不存在，個體腦海中仍有其心像，而心

像是外在實物的抽象意義或影像，可作為運思活動的工具。由此可知，「表徵」

對學生的學習的確發揮很大的作用，憑藉著它，學生能夠發揮無限的想像力和創

造思考的能力，幫助自我的運思。因此，當學生在學習數學概念時，一開始他們

可以運用具體物的表徵，來幫助自我了解知識的意義，在他們能夠掌握這些知識

的意義之後，表徵不管是以其它符號或抽象的形式出現，學生依然可以在這些表

徵之間自由選擇、運用和轉譯，以達成解題的目的。所以老師在數學教學時，應

該善用各種表徵，為學生搭起思考的鷹架，使他們在具體運思階段過渡到抽象的

形式運思階段能更為順利。 

    本文之主要目的乃是藉由三個教學實例，以探究研究者如何將具體表徵融入

教學中，以幫助學生學習並理解數學概念。



具體表徵融入數學教學之探究 

 

 31

貳、表徵的意義與重要性 

一、表徵的意義 

    在數學教學中，「表徵」（representation）是個相當重要的概念。根據 Lesh 等

人（1987）對表徵的詮釋，「表徵」是指心智過程模式化所使用的符號系統，如

圖形、符號、語言文字、具體操作物，也就是學生內心的概念轉為看得見的、顯

著的具體化之外在表現。我們可以了解「表徵」除了是人類進行學習的媒介之外，

更是個體進行運思時的重要工具；尤其是當個體確實掌握「表徵」所代表的意義

之後，「表徵」便進一步成為運思的材料，幫助人類思考，並且能夠對於各種表

徵的形式，自由轉換以運用自如，進而解決問題。這就如同對低年級的學生而言，

如果三塊甜甜圈，不管我們用畫圖的         來表示，或者用         來表

示，在他們了解了符號表徵所代表的意義之後，他們就會運用這些表徵來進行運

思和運算以解決問題。在表徵的種類方面，各個學者（Lesh et al., 1987；Heddens, 

1984）分別從不同的觀點予以分類，大致上可以分成三類：（一）具體的表徵（二）

半具體的表徵（三）抽象符號。Heddens 更主張學習者必須在具體階段，將新的

知識加以內化，並且有系統的沿著這些學習階段，將所學的新知識賦予抽象化的

表徵。如此一來，學生才能夠在真實的世界與抽象的世界之間建立良好的連結，

以改善學生在數學理解方面的困難。站在教學者的角度觀之，若是能考量學生認

知學習的發展階段，適時提供適當的表徵形式給予學生學習的支援與協助，不但

能幫助他們了解生活週遭的事物與現象，也能因此獲得心智能力的發展與成長。 

二、表徵的重要性 

    教師的數學教學與學生的數學學習，表徵的角色功不可沒，尤其對於中低年

級的學生而言，具體表徵有著舉足輕重的地位。Cobb 等人（1992）指出，具體

物能夠提供學生做為解題時思考的依據，透過具體物的操作，呈現學生的數學概

念，教師再透過教學介入，將學生引導並提升至抽象概念。因此，我們可以了解，

個體之所以能夠不受時空的限制，順利的進行關於外在世界的理解、思考、推理，

以及與他人溝通等活動，應該歸功於個體透過表徵所產生的作用（游自達，1995；

蔣志邦，1994；陳啟明，2000）。 

適當的運用多樣化的數學表徵，不僅能夠增進數學概念的理解，並且可以做
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為與他人溝通數學想法的媒介，所以數學表徵是幫助我們思考、解題、溝通、以

及詮釋各種事物和現象之重要工具。教師教學時應該好好善用各種表徵，幫助學

生將它應用在真實的數學情境，以進一步解決生活當中所面臨的問題。 

以下列舉研究者將表徵融入小三數學課室教學的三個實例，以探討具體表徵

在數學教學與學生學習時之功效。。 

参、具體表徵融入小三數學課室教學之實例 

一、除法教學 

    研究者在剛開始進行除法教學時，先是讓學生透過具體實作去分花片，讓他

們在分花片的過程中了解「分」的概念，並且舉凡許多例子都是先透過「分」出

去後，數量會慢慢減少，再間接與減法算式建立關係，而且每一次分完之後有可

能會有剩餘，此時學生必須判別剩餘的數量，能否再多分一次。當然我們的目標

是讓學生了解除法的運算，所以在教學的過程中必須由減法引入除法的算式意

義，而有剩餘、無法再分的部份自然就導入了餘數的觀念。 

例題 1：15 個花片要平分給 5 個小朋友，每一個小朋友可以得到幾個花片？（等

分除） 

學生的解法： 

1.                      2.                      3. 

   

      小朋友一邊動手操作花片一邊用算式紀錄自己的解題過程，大部分的小朋

友在了解題意之後會先紀錄下 1、2、3、4、5 個組別（代表有 5 個小朋友）
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然後進行運算    

15-5＝10（意思是分了一次，每人都先得到一個花片） 

10-5＝5（意思是分了第二次，每人都得到第二個花片） 

 5-5＝0（意思是分了第三次，每人都得到第三個花片） 

即 15-5-5-5＝0（意思是 15 個花片分給 5 個小朋友，可以分 3 次，每人得到

3 個花片） 

 再引入除法算式就是以 15÷5＝3 來表示 

例題 2：15 個花片每 5 個要分一堆，一共可以分成幾堆？（包含除） 

學生的解法： 

1.                   2.                   3.                   4. 

  

5.                   6.                  7.                   8 . 

   

       15-5＝10（意思是分了一次 5 出來，得到一堆） 

10-5＝5（意思是分了第二次 5 出來，得到第二堆） 
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 5-5＝0（意思是分了第三次 5 出來，得到第三堆） 

即 15-5-5-5＝0（意思是 15 個花片，以每堆有 5 個來分，可以分成 3 堆。） 

引入除法算式也是以 15÷5＝3 來表示   

這兩題雖然都是除法的題目，但是分別代表著等分除和包含除的概念，是老

師在教學上可以特別說明的，以幫助學生透過花片的表徵，進行解題時也能充分

了解題意。在此之外，研究者會鼓勵學生多思考別種解題的方式，當中發現有部

分學生是利用加法運算的方式，他們是將花片以五為單位，一次一次慢慢往上

加，直到加到 15 為止；或者利用乘法 5×3＝15，算出 3 堆。 

根據花片的操作，研究者發現學生利用具體表徵（花片）了解減法的概念之

後，老師應該引導學生將這些概念內化，能進一步列出除法算式來表示；若學生

能從具體的花片操作減法算式，再以除法算式來表示，表示他們已經能夠以有意

義的形式來表徵問題情境，讓自我的解題及運思能力由具體提升到抽象階段。 

二、水平面教學 

    水平面教學是學生很容易產生誤解的單元，例如瓶中裝著約三分滿的水，如

果此時瓶身傾斜，水平面還是會呈現水平的狀態，但學生通常會認為水平面會跟

著傾斜。在課堂上，研究者利用許多不同形狀的瓶子（如：方型瓶子、圓柱型瓶

子⋯等），裡面裝著用廣告原料染色過的水，便於學生觀察，學生透過操作這些

具體實物後，研究者請他們把看到的結果紀錄在學習單上。 

1.                   2.                  3.                   4 . 

  

    從學生的學習單發現，很多學生一開始所畫的水平面，是跟著瓶身傾斜的，
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他們受到瓶子傾斜的影響，聯想水平面也應該會傾斜；然而，透過實驗觀察到這

些具體實物表徵之後，他們能理解水平面還是會呈現水平，因此修正自己的答

案，標記出正確的水平線來。 

三、分數教學 

    在進行分數的教學單元時，研究者出了以下一題例題：下列有兩個一樣大小

的正方形，將它們各自平分成四等份，請問兩個斜線部分的面積一樣大嗎？請打

ˇ，並說說理由。 

                                    

 

 

                    （        ）一樣大   （        ）不一樣大 

    有一個學生，他認為上面兩個斜線面積是不一樣大的，透過視覺上的直接比

較，他先把長方形的斜線面積搬移到三角形的斜線面積上，再把長方形面積凸出

三角形面積的部份取下來，補在三角形斜線面積上，他覺得三角形還有空間是長

方形取下來的面積，不能完全填滿的，所以他認為三角形斜線面積比長方形斜線

面積還要大。以下是這位學生的理由。 
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    於是，研究者在數學課堂中，利用色紙剪貼，請學生拿出兩張色紙摺成和上

面兩張色紙一模一樣的等分，並且將他們其中一等份剪下來，重新貼在另外一張

一樣大小的色纸內；或者直接將三角形和長方形比比看，多的部份再剪下來重新

組合，再比一次，看看他們這次發現到什麼。 

    學生透過剪裁色紙，發現經過剪貼將三角形和長方形重新組合，再比較之

後，兩個斜線面積是一樣大的。也就是原本兩張一樣大的色纸，不管怎麼平分成

四等分的方式如何，取其一等份相互比較，結果是一樣大的。以下是學生比較後

的理由說明。 
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    由以上學生的數學寫作，研究者進一步和這位學生訪談，以確定藉由具體表

徵，他真的理解了分數的概念。我們可以發現，即使原來的正方形一樣大，但是

學生因為受圖形不同分法所產生的不同形狀所影響，認為三角形和長方形是不一

樣大的；經由實作剪貼色紙的過程中，重新將色紙拼湊而成的圖形，藉由這樣的

具體表徵，學生澄清了自我的迷思概念，並且發現原來一樣大的色紙，不管怎麼

平分，只要平分的數量是相同的，那麼其中一份的面積還是會一樣大。 

    在實際教學的過程中，研究者發現具體表徵是很好的媒介，透過它，不僅可

以呈現教師所要表達的數學涵義，學生也可以透過操作各類表徵（具體實物、符

號、圖形⋯等），連結數學概念或者理解運算之間的關係；我們更可以經由表徵

去澄清學生原有的一些數學迷思，所以表徵在數學教學與學習時是很重要的工

具，有助於學生數學學習的運思、理解、和他人溝通自己的想法以及轉譯數學表

徵來解題。 

肆、結語 

    依據皮亞傑對認知發展階段的區分，小學階段的學童大多停留在具體運思

期，因此需要透過具體物來學習。由以上的教學實例，學生藉由操作具體物，將

抽象的數學概念具體化、意義化，以建構自己的數學知識，也支持皮亞傑認知發

展理論的觀點。這也提醒教學者在從事教學時避免以同一種方式教學，應該善用

各種表徵的方式讓學生瞭解，並讓學生運用各種表徵的形式達成與他人溝通的目

的。此外，教師透過具體表徵的教學，也能澄清學生的迷思概念，藉以提昇其認

知發展到更高階段。 
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    西諺有云：「I listen and I forget, I see and I remember, I do and I unders tand.」，

老師在進行數學教學的時候，如果僅用講述法教學不懂得善用良好的教具與學生

互動，那麼學生很有可能只會左耳進右耳出，聽完馬上就忘記了；若能進一步運

用各種具體的表徵來輔助教學，讓學生從「做中學」，相信對於學生的學習能有

事半功倍的效果；甚至讓學生透過實際動手操作，從親身參與的活動中將具體化

的表徵轉化為抽象化的概念，並且能充分理解其意義。而在解題的過程中，學生

也能善於利用各種表徵，以幫助自己運思，進一步達成與他人數學溝通的目的，

並培養自己解決實際生活中問題的能力，相信這樣的結果才是我們真正樂見的。 
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